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1 Racionalni c¢isla

V samych zdkladech matematiky stoji prirozend ¢isla (1, 2, 3, ...), nebot pocitani né&jakych
objektt byl jeji prvotni ukol. Pozdéji byl ¢iselny obor rozsifen o nulu (jako vyjadieni pojmu
,nic) a zaporna cela ¢isla (—1, —2, —3, ...) jako vyraz dluhu & chybé&jiciho mnozstvi. Souhrnné
je nazyvame celymi ¢isly. Dalsim tkolem matematiky bylo pocitani s ¢astmi ¢i dily néjakého
celku (pfi vytyc€ovani pozemku, déleni trody apod.). K takovym vypocétim pouzivame zlomky

¢ili ¢isla racionalni, kterd zapisujeme jako pomér dvou celych ¢isel, napf. % nebo —%. Dobfte

vime, ze zapis raciondlnich ¢isel neni jednoznacny, nebot kuptikladu g, % a :—g reprezentuji
stejné ¢islo, ¢asto proto pracujeme se zlomky v zédkladnim tvaru, kdy c¢itatel a jmenovatel jsou
nesoudélna prirozena ¢isla (znaménko minus ¢i volitelné plus vkladame pred zlomkovou ¢aru).
Ptipad, kdy jmenovatel je roven 1, zaroven ukazuje, Ze racionalni ¢isla v sobé zahrnuji i vSechna

celd ¢isla', nebot napi. § = 4.

Ciselna osa

Je pomérné bézné zobrazovat ¢isla jako body na p¥imce, kde jsme zvolili bod O jako pocatek
a néjakou jednotkovou délku. Takovou piimku obycejné nazyvame ciselnou osou. Cela ¢isla
ziskdime nasobnym nanasenim jednotkové vzdalenosti od pocatecniho bodu O (ten odpovida
¢islu 0), kladna ¢isla na jednu stranu, zaporna smérem opaénym. Protoze umime ¢isté geomet-
rickymi prostiedky rozdélit jednotkovou tsecku na libovolny pocet dilii, miZzeme na ¢iselné ose
znézornit i libovolné racionalni &slo (viz obr. 1). Reknéme, 7e bychom chtéli znazornit viechna

2 3
| | | | I

Obrazek 1: Ciselna osa s racionalnimi ¢isly.

raciondlni ¢isla lezici mezi 0 a 1. Rozdélime jednotkovou tsecku na dva shodné dily a znazornime
%. V dalsim kroku ji rozdélime na tii shodné dily a znadzornime ¢isla % a % Pokracujeme se ¢tvr-
tinami, pétinami, Sestinami atd. Brzy zjistime, Ze zkoumany interval je zdanlivé zcela zaplnén
body, mozné k tomuto poznani dospéjeme u padesatin, mozna u setin, piipadné az u tii-tisicin.
Co dale? V popsané proceduie miuzeme jisté i nadale pokracovat. Mame-li néjakd dvé ruzna
racionalni ¢isla a a b, vzdy mezi né muzeme umistit vybrany pocet dalsich racionalnich ¢isel.
Pozadujeme-li napt. ¢tyii vlozené ¢isla, miizeme je vypocitat jako
da+b 3a+2b 2a+3b a+4b
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Pokud takto vlozime ¢ty¥i dalsi ¢isla? mezi kazdou dosud znazornénou dvojici sousednich éisel,
odpovida to situaci, kdy se na ¢iselnou osu podivame lupou s pétindsobnym zvétSenim (viz
obr. 2). Mizeme vSak pouzit i lupu s dvacetinasobnym zvétSenim nebo mikroskop se zvétSenim

!Pravda, trochu jsme opomnéli 0. Tu zapiSeme pomoci 0 v ¢itateli zlomku, jmenovatel je libovolny nenulovy.
Ve jmenovateli zlomku 0 byt nemiZe, nebot operace déleni 0 neni definovéna.
24 jejich konstrukce vyplyva, Ze to skutecné jsou &isla racionalni



Obrazek 2: Pohled lupou na ¢&iselnou osu.

1000. Protoze jsme v matematice, nemusime se zabyvat technickymi a fyzikadlnimi omezenimi
a lze si predstavit si zvétseni 106, 1020, 109", prosté libovolnd veliké. To znamen4, ze do
vymezeného intervalu (a podobné i na celou ¢iselnou osu) dokdzeme umistit neomezeny pocet
riznych racionalnich cisel.

Reprezentace primkami v roviné

K jinému grafickému znazornéni dojdeme nésledujicim postupem. Zvolime si v roviné kartézsky
soufadnicovy systém, jehoz osy se protinaji v bodé O. Pro libovolny platny zlomek % zobrazime
v roviné bod o celo¢iselnych soufadnicich [g; p] a propojime jej pfimkou s bodem O. Tato piimka
je reprezentantem piislusného racionalniho ¢isla (viz obr. 3). Pii studiu linearnich funkei jsme

Obrazek 3: Pfimky v roviné reprezentuji racionalni ¢isla.

se naucili, ze primky prochazejici po¢atkem soutadnic lze zapsat ve tvaru y = kx. Smérnice k

ma pro nas bod hodnotu praveé g, kterou je svazana s konkrétnim racionélnim ¢islem. Z této

grafické reprezentace je zéroven dobie vidét, ze napi. zlomky %, :—g a % jsou vlastné totéz



¢islo (jejich pifmky jsou totozné)®. Na vertikdlni ose se nenachézeji zadné body odpovidajici
zlomkiim, protoze 0 se nemize vyskytovat ve jmenovateli zlomku.

V oblasti mezi piimkami, které odpovidaji dvéma riznym racionalnim ¢islim, vzdy nalez-
neme body s celoc¢iselnymi souradnicemi. Z nich pak zkonstruujeme piimky do poc¢atku O, které
odpovidaji racionalnim ¢islim z intervalu mezi pivodnimi ¢isly*. I z této tivahy je tedy mozné
dovodit, ze racionalnich ¢isel je neomezené mnozstvi.

Existuji iracionalni ¢isla?

V predchozich odstavcich jsme si ukazali, ze dokazeme sestrojit neomezené mnozstvi racional-
nich ¢isel. Mizeme je graficky znazornit jako body na ¢iselné ose nebo reprezentovat piimkami
v roviné. Nabizi se tak otézka, zda takto sestrojené body zcela zaplni pfimku, respektive zda
piimky zcela zaplni rovinu.® Jinymi slovy, existuji n&jaka jin& ¢isla, kterd by pfirozené zaslu-
hovala nézev iracionalni? NaSe intuice ndm naSeptava, Ze nikoliv. Odpovéd na tuto otazku
budeme hledat v dalsich dilech naSeho seridlu.

3na obr. 3 Gervenou barvou

4Na hrani¢nich p¥imkach existuji body 77 a Tb s celoéiselnymi soufadnicemi [g1;p1] a [go; 2] tak, Ze ¢ i q2
jsou kladna. Stied S usecky 717> mé soutadnice [(¢1 + ¢2)/2; (p1 + p2)/2], které vSak nemusi byt celo¢iselné. Na
piimce SO ale lezi také miizovy bod se soufadnicemi [q1 + g2;p1 + p2], takZe tato pfimka skutecné reprezentuje
jedno takové hledané racionalni ¢islo. Pro éisla i a % je mezilehly interval na obr. 3 vyznacen Sedou barvou,
pifimka pro % je zakreslena Gernou pieruSovanou ¢arou.

Ssamoziejmé a7 na vertikalni osu soufadnicového systému



