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6 Cislo 7 je iracionalni

Cislo 7 (téz Ludolfovo ¢islo) vstoupilo do matematiky jako pomér délky kruznice a jejiho
pruméru. Béhem staleti objevili matematici velkou fadu dalsich vztaht, ve kterych 7w vystupuje.
Tyka se nejen geometrie (v roviné ¢ v prostoru), ale i fady dalsich odvétvi jako matematicka
analyza nebo teorie pravdépodobnosti.

Je to ¢islo v mnoha ohledech skute¢né pozoruhodné. Prestoze ho znali jiz stafi Bybylonané
a Egyptané, velkou pozornost mu vénovali matematici starofecti i staroindicti, jeho iracionalitu
dokazal az v roce 1761 Johann Heinrich Lambert. Pozdéji byla podana cel& fada alternativnich
ditkazl, presto zadny z nich neni Gplné trividlni. My si v nasledujicim textu ptiblizime postup,
zalozeny nejvice na myslenkach Ivana Nivena z roku 1947. Pro plné pochopenf je nutné osvojeni
si zadkladnich znalosti z integralniho poctu, které jsou predmétem uciva posledniho ro¢niku
studia.

Budeme vySetiovat vlastnosti posloupnosti ¢isel {a,} pro n € {0, ..., 00}, n-ty ¢len je defi-
novan pomoci urcitého integralu
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an, = q_' [z(m — x)]" sinx dz,
n!
0
kde ¢ je prozatim libovolny kladny parametr. Piimou integraci mtzeme vycislit prvni dva

¢leny ap (dosadime 0! = 1)

ap = /sinxdx =2
0
a ay (integrujeme per-partes)
a; = q/:r;(ﬂ —z)sinxdr = 4q.
0

Dalsi ¢leny posloupnosti (pro n > 2) miizeme ziskat pomoci rekurentni formule
ap = (4n - 2)qan71 - (QW)Q an—2,

jejiz odvozeni je pro zvySeni prehlednosti pfesunuto do pfilohy. Dale budeme potiebovat od-
hadnout hodnotu a,. K tomu si nejprve uvédomime, ze funkce z(m — z) i funkce sinz jsou
v intervalu (0;7) kladné, takze ur¢ity integral a nésledné i kazdy ¢len posloupnosti je kladny.
Obé zminéné funkce dosahuji na intervalu (0; 7) svého maxima pro x = 7/2, jeho hodnota ¢inf
v prvnim pifpadé 72/4, pro sinus pak 1. V krajnich bodech integra¢niho intervalu nabyvaji obé
funkce hodnoty 0 a délka intervalu je 7. S témito znalostmi pak jiz mtuzeme uvést odhad
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V tuto chvili jsme si pfipravili veskeré potiebné nastroje, takze miuzeme pristoupit k vlast-
nimu dikazu. Budeme (jak jinak) dokazovat sporem, tj. budeme piedpokladat, ze lze psat
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kde nyni p i ¢ jsou pfirozena ¢isla (vime, Ze 7 je rozhodné kladné). Za téchto podminek jsou ag
i ay pfirozena ¢isla a rekurentni vzorec ma po dosazeni tvar

an = (4n — 2)qan_1 — pan_s.

Pomoci matematické indukce z toho mizeme odvodit, Ze a,, je celé ¢islo pro libovolné n.
Nyni upieme pozornost k odhadu a,. Dobfe vime, ze faktorial je velmi rychle rostouci
funkce, jeji rust pro dostatecné velké n vzdy prevazi nad exponencialni funkci. Plati tedy
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a pro dostatetné velka n urcité plati' 0 < a,, < 1. Dle rekurentniho vzorce je a,, celé &slo, coz
je s posledni nerovnosti ve sporu. Z toho vyplyva, Ze m nelze zapsat ve tvaru zlomku a je to
tedy ¢islo iracionalni.

Piiloha

Integraly, kde integrand je sou¢inem goniometrické funkce sin x nebo cosz a dostatec¢né hladké
(tj. dostatec¢né derivovatelné) funkce f(x) fesime metodou per-partes. Pokud ji aplikujeme dva-
krat za sebou, mame

/f(x) sinzdr = —f(x) cosx—i—/f'(x) cosxdr = —f(x)cosz + f'(z)sinz — /f”(:c) sinz dx.

Pro urcity integral v rozmezi 0 az 7 se vztah zjednodusi s vyuzitim hodnot goniometrickych
funkci v krajnich bodech intervalu na tvar

jf(x) sinzdz = f(0) + f(7) — ]f”(m) sinz dz .

V naSem pifpadé dosadime f(x) = [z(7 — x)]", pro druhou derivaci spoc¢teme
(@) =n(n — 1) (7 —22)? [z(r — )" = 2n[z(r — )" "

Protoze plati (7 — 2x)* = 72 — 4[z(7 — z)], miZeme posledni vztah upravit na tvar
(@) =n(n — D)2 [z(r — )" —n(dn — 2) [x(r — x)]" "

Nase funkce f(z) nabyva v obou krajnich bodech integra¢niho intervalu nulové hodnoty. Proto
po dosazeni druhé derivace dostavame pro a,, vyjadieni

a, = L /f(x) sinzdr = —L /f”(x) sinz dx
n! n!
0 0

T s
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a, = (4n — 2)qh /[x(w — )" 'sinz dz — (¢r)? h /[ZL’(W —z)]" *sinxdx

a s uvazenim definice ¢lenu posloupnosti jiz koneé¢né mame pro n > 2 hledany rekurentni vzorec

a, = (4n — 2)qa,_1 — (q7r)2 Qo

1Cleny ay, se shora blizi k 0. Z definice limity Ve > 0 Ing € N takové, ze VYn > ng plati a,, < . Horni odhad
ziskdme pro € = 1.



